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Resume. Nous construisons un groupe topologique compact Rf, qui contient natu- 
rellement comme sous-groupes denses a la fois le groupe additif reel R et le groupe 
^-adique pour un premier donne I, et nous en etudions quelques unes des proprietes. 
En appendice, nous montons que cela donne une description arithmetique du solenoide 
^-adique Si classiquement defini en termes de feuilletages. 

Abstract. For a given prime number I, we construct a compact topological group 
Rf which contains both the real additive group R and the ^-adic one as dense 
subgroups ; thus we study some of its properties. This construction gives an arithmetic 
description of the so-called ^-adic solenoid St classically defined in terms of foliations. 



Introduction 

Soit ^ un nombre premier et Ri = {0, 1, . . . , ^ — 1} I'ensemble des entiers 
naturels inferieurs a II est bien connu que toute serie de la forme 

ou les a„ sont pris dans Ri et no dans Z, converge dans le complete ^-adique 
du corps des rationnels ; et qu'inversement tout nombre ^-adique q s'ecrit de 
fagon unique comme somme d'une telle serie. 

De fagon semblable, toute serie de la forme 

converge dans le corps des reels R; et inversement tout reel positif r s'ecrit 
comme somme d'une telle serie, laquelle est meme unique des lors que les a„ ne 
sont pas ultimement egaux a ^ — 1. 

On peut done demander s'il est possible de construire un espace topologique 
convenable, contenant de fagon naturelle ainsi que R, equipe de surcroit de 
lois prolongeant celles de et de R, dans lequel donner un sens univoque a 
I'expression 

— oo 

independamment de la cesure utilisee pour la calculer en I'ecrivant formelle- 
ment : 
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On s'apergoit aisement qu'il n'est pas raisonnable d'esperer prolonger conti- 
nument la multiplication dans un tel espace, puisque les suites de terme general 

et £~"' convergeant vers dans Qi et dans R respectivement, leur produit, 
qui est constant et egal a 1, devrait alors converger egalement vers 0, ce qui est 
evidemment absurde. II faut done renoncer a obtenir un anneau topologique. 

L'objet du present travail est ainsi de construire tres simplement un groupe 
topologique abelien et compact que nous notons M.i, qui contient naturellement 
a la fois R et comme sous-groupes denses, et qui permet de donner un sens 
precis a chaque somme q + r d'un nombre ^-adique q et d'un nombre reel r, done 
finalement a toute somme infinie du type precedent. 

Nous verrons en appendice que le groupe obtenu s'identifie canoniquement 
au solenoide £-adique defini classiquement en termes de feuilletages et qui 
intervient naturellement dans des questions liees a I'etude de certains systemes 
dynamiques ou de probabilites. 

1. Rappels sur M et sur ; construction du groupe Ri 

Rappelons d'abord brievement comment sont construits usuellement les com- 
pletes du corps Q des rationnels relativement a ses diverses valeurs absolues. 

On salt, par le theoreme d'Ostrowski (cf. e.g. [3] ou [7]), que les topologies 
de Q qui sont definies par des valeurs absolues non triviales sont : 

(i) la topologie reelle, qui correspond a la valeur absolue usuelle definie par : 

I a; loo = niaxja;, —x} ; 

(ii) les topologies ^-adiques, donnees par les valeurs absolues definies par : 

ou i^i{x) designe I'exposant du premier £ dans la factorisation du rationnel x 0. 

Dans tous les cas, le procede de completion, valable d'ailleurs pour tout 
espace metrique E (cf. e.g. [^), permet de regarder Q comme un sous-espace 
topologique dense d'un espace complet, qui est evidemment Qoo = R dans 
le premier cas et Qe dans le second. Dans le contexte qui nous interesse, la 
methode algebrique standard consiste a prendre I'anneau des suites de Cauchy 
de rationnels (pour la metrique consideree) et a le quotienter par I'ideal maximal 
forme des suites qui convergent vers 0. On obtient ainsi un corps commutatif 
sur lequel la valeur absolue se prolonge de fagon naturelle, ce qui en fait un 
espace metrique complet (et meme localement compact) qui contient Q comme 
sous-espace dense. 

Faisons choix maintenant d'un nombre premier arbitaire £. Nous avons alors : 
Theoreme 0. Soit £ un nombre premier et Re = {0,1, ...,£— 1} . Alors : 

(i) Tout reel r s'ecrit : r — ± X^-m^ '^^^'^ '^n dans Re et no dans 
Z ; cette ecriture est unique si les an ne sont pas ultimement egaux a £—1. 

(ii) Tout nombre £-adique q s'ecrit de fagon unique : q — X)™^'^"^"' '^'^^'^ 
les a„ dans Re ; et on a : \ q \i = si a„ig est son premier chiffre non 

nul. 
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(in) Dans chaque cas, les sommes finies z = iX^^gfln-^" decrivent le sous- 
groupe 'Z[l/£], lequel est dense dans le groupe comme dans M. 

Nous allons plonger R et Qi dans groupe topologiquc abclicn cn Ics rccollant 
suivant le sous-groupe dense Z[l/£]. Comme indique dans rintroduction, le point 
essential de notre construction est que toute somme finie cin^" doit avoir 

meme image qu'elle soit regardee dans ou dans K. Cette observation nous 
amene done a poser : 

Definition 1. Nous appelons £-adifie du groupe additifR le groupe abelien 
quotient de la somme directe du groupe ^-adique et du groupe additif reel ffi 
par I'image diagonale du sous-groupe Z[l/^] des rationnels ^-entiers : 

Mi = iQe®M.)/Z[l/e]. 

Le groupe est un groupe divisible qui contient canoniquement Qi et R. 

L'application naturelle de R (respectivement de Qe) dans Rg etant evidem- 
ment injective, nous identifierons un reel r et un nombre i?-adique q avec leurs 
images respectives dans R^, de sorte que nous avons ainsi par construction : 

Q^nR = Z[l/^]. 

De fagon semblable nous noterons g + r la somme dans le groupe abelien R^ 
du nombre £-adique q et du reel r, somme qui n'est autre que la classe dans R^ 
du couple {q, r) de ® R. Un tel nombre sera dit un reel-l-adique. 

Remarque. Les groupes additifs et R etant tons deux divisibles, le quotient 
R^ Test aussi. On prendra garde cependant au fait que R^ n'est pas uniquement 
divisible ; ainsi on a bien, par exemple : 

q + r = n {q/n + r/n), 

pour tout entier naturel n > 1 ; mais (avec les m6mes conventions d'ecriture) : 

1/n + O / + 1/n, 

des que n est etranger avec £, puisque 1/n n'est pas alors dans I'anneau Z[l/£]. 
Plus generalement, pour k = 0, - ■ ■ , n — 1, les n elements Xk donnes par : 

Xk = {(1 + k)/n+ (r - k)/n 

sont alors distincts dans R^ mais verifient tons I'identite : nxk = q + r. 

II suit de la que le groupe R^ contient des elements de torsion. Nous verrons 
plus loin que ceux-ci constituent m6me un sous-groupe dense de R^. 

L'ecriture x = r + q n'etant pas unique du fait de notre construction, il est 
intcrcssant de disposer ncanmoins d'unc ccriture standard d'un reel-£-adiquc x : 

Theoreme 2 (Lemme de representation). Tout reel-£-adique x s'ecrit de fagon 
unique : 

x = [x] + {x}, avec [x] £ Z^ et {x} £ [0, 1[. 

Nous disons que I 'entier i-adique [x] est la partie entiere et que le reel {x} est 
la partie fractionnaire de x. En d'autres termes, nous avons : 

R^ = Z£© [0, 1[. 

Preuve. Partons d'un rcol-£-adique x ^ q + r ; ecrivons q = 5^^^ an£" la repre- 
sentation canonique de sa partie i!-adique q ; puis notons q' = J2n^ '^n£^ G N[l/£] 
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la partie non entiere de q et z = °° sa partie entiere. Nous avons ainsi : 

X = z + r' avoc r' = r + (j' £ R ot z G Z/;. Ecrivant alors x' = [x'] + {x'} la 
decomposition du reel x' comme somme de sa partie entiere [x] G Z et de sa 
partie fractionnaire {a;'} e [0, 1[, nous obtenons comme attendu : 

x = {z+[x']) + {x'] eZf + [0,1[, 

ce qui etablit I'existence de la decomposition annoncee. 
L'unicite resulte immediatement de I'identite : 

li n [0, i[= n z[i/£] n [0, i[ = z n [0, i[ = {0}. 

Remarque. Dans la decomposition directe precedente, le sous-groupe reel M et 
le sous-groupe ^-adique s'ecrivent respectivement : 

R = Ze[0,l[ et = z^e [0,1[^, 

ou [0, l[i designe I'ensemble des rationnels f-entiers de I'intervalle [0, 1[. 

CoroUaire 3. Tout reel-l-adique x s'ecrit de fagon unique comme somme 

+ 00 -1 

-oo 

d'un entier £-adique q = Eo^°° On^"" G st d'un reel r = E^L '^n-^" ^ 
ou les an sont pris dans Ri et non ultimement egaux a £ — 1 pour n <C 0. 

CoroUaire 4. Soit a G 1^ un entier relatif fixe. Tout reel-l-adique x s'ecrit alors 
de fagon unique : 

x = [x]a + {x}a, avec [x]a € ^Z^ et {x}a e [0,e% 
En d'autres termes, nous avons la decomposition directe : 

Ri = i''Zi © [o,r[. 



2. Proprietes topologiques du groupe 

Nous allons maintenant definir une distance sur Wf en faisant choix d'une 
valeur absolue | | a valeurs dans M+. Pour eviter toute confusion, nous notons : 

(i) kloo = max{r, — r}, la valeur absolue usuelle sur R, et 

(a) \q\e = la valeur absolue normalisee sur Q^. 

Cela etant, la valeur absolue sur pent 6tre definie de la fagon suivante : 

Definition 5. Nous appelons valeur absolue d'un reel-l-adique x = q -\- r la 
quantite : 

\q + r\= inf max.{\q + z\i, \r-z\oo], 
laquelle est encore donnee par la formule : 

\x\ = min{max{ \[x]\e , |{a;}|oo} , max{ |[a;] + l\e , |1 - {a;}|cx>}}- 
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Preuve. II s'agit de verifier que les deux formules sont equivalentes, autrement 
dit que la borne infcricurc dans la premiere formule est atteinte pour la valcur 
de z qui correspond a la decomposition standard x = [x] + {x} donnee par la 
proposition 2, ou pour la m6me valeur augmentee de 1, ce qui correspond a la 

decomposition x = {[x] + 1) + {{x} — 1). 

Or I'existence meme de la decomposition standard x — [x] + {x} entraine : 

\x\ < max{ \[x]\£ , |{a:}|oo} < 1 ; 
de sorte que la borne inferieure doit etre recherchee parmi les decompositions 
X = (q + z) + (r — z) qui verifient simultanement \q + z\f < 1 et jr — z|oo 1, i-e. 
q + z e et r — z S [— 1, +1] ; ce qui ne laisse guere que les deux possibilites 
annoncees. 

Remarque. La valcur absolue | | ainsi dcfinie coincide done avec la valeur absoluc 
normalisee | \i sur et avec la valeur absolue usuelle | |oo sur ]— 1/2, +1/2 [. 

Theoreme 6. L'appUcation {x,y) h-> |a; — t/| est une distance sur M.^ qui est 
invariante par translation ; elle fait de un groupe topologique contenant a la 
fois Q(, et M comme sous-groupes denses. 

Preuve. Verifions d'abord que nous avons bien la une distance : L'equivalence 

\x\=0^x = 

etant immediate, compte tenu de I'expression de la valeur absoluc, ainsi que 
I'identite \x\ = \ —x\, seule pose probleme I'inegalite triangulaire. Or, si a; = q+r 
est une decomposition d'un reel-£-adique x donnant sa valeur absolue (en ce sens 
qu'on a : = max{ \q\i , |r|oo}) et x' = q' + r' une decomposition analogue 
pour x' , il vient : 

+ a;'| < max{ \q + q'\e, \r + r'\oo} < niax{ \q\e, |r|oo} + niax{ \q'\i, \r'\oo} ; 
ce qui donne, comme attendu : 

\x + x'\ < \x\ + \x'\ . 

En resume, il suit de la que est bien un groupe topologique. 

Ce point acquis, I'invariance par translation provient directement de la defi- 
nition meme de la distance. Enfin, le sous-groupe Z etant dense dans Z^ et 
I'ensemble [-1/2, l/2[^ := Z[l/£] n [-1/2, l/2[ I'etant dans [-1/2, l/2[, il resulte 
de la remarque precedant le tfieoreme que le sous-groupe 

Z[l/^]=Ze[-l/2,l/2[^ 

est lui-m6me dense dans : 

M<?=Zf ©[-1/2, l/2[. 
En particulier, il suit comme annonce que et R sont denses dans M^. 

Nous pouvons maintenant etablir la compacite du groupe R^, qui justifie le 
litre de cette note : 

Theoreme 7. Le groupe topologique est compact et connexe. Nous disons 
que c'est le compactifie i-adique du groupe additif reel M. 

Preuve. Pour voir que R^ est compact, considerons la suite exacte courte : 

> Ze — ^ R^ T = R/Z ^ 

induite par I'injection canonique i de Z^ dans R^. D'un cote, I'expression de la 
valeur absolue donnee plus fiaut montre que i est isometrique ; de I'autre, la 
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decomposition canonique = ® [0)1[ montre que son conoyau s'identifie 
(commo groupo topologique) au tore T = R/Z. La compacite de resulte done 
de celle des deux groupes Z^ et T. 

Ce point acquis, la connexite est immediate : en effet, le sous-groupe dense 
K etant bien enchame (pour sa metrique naturelle done, a fortiori pour la 
metrique de R^), I'espace R^, qui est simultanement compact et bien enchaine, 
est connexe. 

Comme tout groupe compact (et, plus generalement, tout groupe localement 
compact), le groupe R^ admet done une mesure de Haar : 

CoroUaire 8. Le groupe R^ admet une unique mesure positive /j, de masse 
1 qui est invariante par translation; celle-ci est caracterisee sur les compacts 
elementaires ^"Z^ ® [a, 0\ (avec < a < /3 < 1) par la formule : 



En particulier les sous-groupes et R sont fx-neglig cables dans R^. 

Proposition 9. Pour tout xq de R^, la composante connexe par arcs de Xq 
dans Rf (i.e. I'ensemble des extremites des chemins dans R^ d'origine Xo) est la 
droite ajJinexo+R passant par xq. En particulier, I'espace M.^ n' est pas connexe 
par arcs. 

Preuve. Translatons par 1/2 la decomposition donnee par le theoreme 2; puis 
ecrivons : 



et notons ici a; = z + r la decomposition correspondante d'un reel-^-adique x. 
Par definition de la distance sur R^, pour tout x de R^, la boule ouverte de 
centre x et de rayon l/£ est caracterisee par : 



Soit alors X \ t ^ x{t) un chemin dans Rf, d'origine xq = x{0) et d'extremite 
Xi = x{l). La continuite uniforme de X sur le segment / = [0, 1] nous fournit 
un r; > tel que pour toute 77-chame = <o < *i < • • • < *m = 1 de [0, 1], les 
points Xk = x{tk) verifient les inegalites : \xk — Xk-i \ < l/£, pour k = 1, . . . ,to. 

En particulier, sur chaque intervalle Ik = I Ci ]xk —r],Xk + r][ la fonction x{t) 
prend ses valeurs dans la boule B{xk, 1/^), ce qui permet d'ecrire localement : 
x{t) =Xk + Zk{t) + rk{t), avcc Zk{t) e iZg et rk{t) e]- l/l, 1/i [. 

cela etant, I'application t t-^ Zk{t), qui est continue de Ik dans Z^, est evidem- 
ment constante, puisque Ik est connexe tandis que Z^ est totalement discontinu. 
II suit dc la que x(t) — Xk est reel pour t G Ik ; et finalement que x{t) — xq est a 
valeurs dans R pour tout i G /. 

Reciproquement, pour tout xi = xo+r G a;o+R, I'application X \ t i—> x{t) = 
Xo+tr est clairement un chemin d'origine xq et d'extremite xi. 

Remarque. Convcnons de dire qu'uno partie C de R^ est convexe lorsque pour 
tout couple (a, b) d'elements de C on a simultanement : 

6 — a e R, ainsi que I'inclusion [a, b] = {a + t{b — a) \ t G [0, 1]} C C. 

Avec ces conventions, la composante connexe par arcs d'un element x de R^ est 
tout simplement le plus grand convexe contenant x. 



lj,{rZe e [a, p] ) = X (/? - a). 




B{x,l/i) 



X + IZe + ]-!/£, l/£[. 
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3. Sous-groupe de torsion R^""^ et sous-groupes fermes de 

Precisons d'abord la structure du sous-groupe de torsion de : 

Proposition 10. L'ensemble M}"^ des elements de torsion de est un sous- 
groupe denombrahle dense de et s'identifie au quotient Q/Z[l/^] via le mor- 
phisme r qui a un rationnel s G Q associe la classe t(s) dans R^ du couple 

(s,-s) eQ^eR. 

En particulier, il vient : 

CoroUaire 11. Pour tout entier naturel m > etranger a i, le groupe R^ 
possede un unique sous-groupe de cardinal m : il est cyclique et c'est le noyau 
toR^ de la multiplication par m; et c'est aussi I 'image par r du sous-groupe 
{l/m)Z[l/i] de Q. 

Preuve. Soit a; = g + r un element de m-torsion dans R^, i.e. verifiant mx = 0, 
pour un m > de N. De I'egalite mx = mq-\-mr = dans R^, nous concluons : 

mq = —mr G Z[l/£], 

disons : 

mq = —mr = n/i"' avec n e Z et a e N ; 

ce qui montre que q = —r est un nombre rationnel. En d'autres termes, I'appli- 
cation : 

r I s>-^ s- s GRe, 
qui a un rationnel s associe la classe du couple (s, — s) dans Mf , est un epi- 
morphisme du groupe additif Q sur le sous-groupe de torsion R^" . Comme son 
noyau est clairement Z[l/£], nous obtenons par passage au quotient I'isomor- 
phisme annonce : 

Rf" - Q/Z[l/e]. 

En particulier, pour tout m etranger a £, le sous-groupe de m-torsion de R^ est 
le groupe cyclique : 

rr^e = r((l/m)Z[l/^]) ~ {l/m)Z[l/e]/Z[l/i] ~ Z/mZ. 

Enfin, la densite de R^°'' dans R^ resulte de celle de Q dans le produit x R. 

CoroUaire 12. Le sous-groupe de torsion R'°'' ne possedant pas d'element 
d'ordre £, il suit en particulier que R^ lui-meme est uniquement £-divisible, i.e. 
que I 'on a : 

V.T eRe 3! y € R^ x = £y. 
On retrouve la le fait que R^ est naturellement un module sur I'anneau Z[l/£]. 

Interessons nous maintenant aux sous-groupes compacts de Rg. 

II est bien connu que les sous-groupes fermes G de R autres que R lui-meme, 
sont discrets et de la forme aZ pour un a de G. II en resulte que les sous-groupes 
fermes du tore T = R/Z, autres que T lui-meme, sont les sous-groupes cycliques 
discrets = (1/to)Z/Z ~ Z/mZ, pour m > 1. 

D'un autre c6te, on salt que les sous-groupes fermes de Q^, autres que lui- 
meme, sont le sous-groupe nul, qu'il est commode d'ecrire £°°'Z£, et les groupes 
compacts £'^Z(, pour a G Z, lesquels sont isomorphes a Z^. Ces sous-groupes 
ne sont plus algebriquement monogenes, comme dans le cas reel (ils ne sont pas 
isomorphes a Z) , mais le restent topologiquement (car fermetures respectives de 
sous-groupes isomorphes a Z). 
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Theoreme 13. Les sous-groupes compacts du groupe topologique sont : 
(i) Les sous-groupe triviaux : le sous-groupe nul et le groupe lui-meme. 
(a) Les sous-groupes finis ri^i de M^™, cycliques d'ordre m etranger a £. 
(in) Les sous-groupes compacts (."''La de Q^, procycUques et isomorphes a Z^. 
(iv) Les produits .rrM-i x (■"''^i, avec £ \ m et a gZ, lesquels sont procycUques 
done topologiquement monogenes. 

Preuve. Soit done G un sous-groupe ferme non trivial de et = G fl son 
intersection avec Q^. 

Le sous-groupe Gf, n'est pas dense de Q^, puisqu'il serait alors dense dans 
M^, ce qui entramerait G = M^, contrairement a I'hypothese. C'est done que 
nous avons Gf, C i'^'Ef pour un h de Z. Et comme la topologie sur le groupe 
compact tljf est induite aussi bien par celle de que par celle de K^, il suit 
de la que G^ est un sous-groupe compact de £^1(,. En fin de compte, nous avons 
done soit Gi = {0}, soit G(, = ^"Z^ pour un a de Z. Examinons successivement 
ces deux eventualites : 

[i) Si Gi est nul, le groupe G rencontre trivialement Z^ de sorte que la 
restriction a G de la projection canonique tt de sur T = M^/Z^ est un iso- 
morphisme de G sur 7r(G). Le groupe G s'identifie alors a un sous-groupe ferme 
de T, c'est a dire soit a T lui-meme, soit a I'un de ses sous-groupes finis T^. 
Mais, si 7r(G) etait egal a T, la representation standard dcs elements de G ferait 
intervenir toutes les parties fractionnaires possibles ; de sorte que G contiendrait 
en particulier un element de la forme z -\- l/i avec z S Z^ et l/l <E [0, 1[, que 
nous pouvons aussi bien ecrire {z -\- \/t) -\- avec z + l/l G \ {0}, puisquc l/l 
est dans Z[l/^], ce qui est exclu, G etant suppose renconter trivialement Q^. II 
suit done : 7r(G) = T-^ pour un m > 1, comme annonce. Ainsi G est alors fini, 
et c'est le sous-groupe de m-torsion 

[a) Si Gi n'est pas nul, nous avons Gf = £°''Lf pour un a de Z ; ecrivons : 

M^ = rz^e[o,f"[, 

et TTa la projection canonique de M^? sur le quotient R^/^"Z^ ~ R/i'°Z ~ T. Ici 
encore, I'image 7ra(G) est un sous-groupe compact de T, et ce n'est pas T car le 
groupe G contiendrait alors en particulier un element de la forme z 
pour un z de TZ^, c'est a dire (z + £-("+!)) + 0, avec z + £^('^+1) e G^ \ rZ^, 
ce qui est absurde. Ainsi done, I'image iTaiG) est cyclique d'ordre, disons, to; 
de sorte que dans la decomposition ci-dessus de M^, le sous-groupe G est donne 
par : 

G = rZ^ © {0, r/m, . . . , (to - ly/m}. 
En fin de compte, G est alors le produit direct du sous-groupe compact ^°Z^ 
de Qe et du sous-groupe fini £"-{„Mt) = nMi- H suit de la que m, n'est pas un 
multiple de £ et que G n'est autre que la preimage de £'^Zf par la multiplication 
par TO : 

G = ^ £«Z^ := {xeRe\mxG TZ^}. 

En particulier : 

CoroUaire 14. Les sous-groupes fermes infinis de Wf sont et les preimages 

de lie dans les multiplications par les elements de 'Z,[l/£]. 

CoroUaire 15. Les sous-groupes discrets de sont les sous-groupes finis rrMe.- 
Preuve. Un tel sous-groupe est ferme done compact et, par consequent, fini. 
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CoroUaire 16. Soit G = 'Zx un sous-groupe monogene non nul de M^. Alors : 

(i) Si X est d'ordre m dans M}°'^ , G est le groupe cyclique discret rrMe- 
(a) Si X s'ecrit C + Q 0,'"^^ ^ d'ordre m dans M^°'' et q ^ dans Qi, de 
l-valuation a € Z, le goupe G est dense dans le produit direct du groupe 
cyclique discret et du groupe compact infini i°-'Li. 
(Hi) Enfin, si x n'est pas dans M^°' + Q^; le sous-groupe G est dense dans 

Preuve. Cela resulte de la classification des sous-groupes fermes de donnee 
par le Theoreme : si G n'est pas dense dans R^, sa fermeture G est alors un 
sous-groupe propre compact de R^, ce qui montre que x s'ecrit alors C + 9) avec 
C dans R^""^ et q dans Q<'. Soit alors m I'ordro de C et a G Z la £- valuation de q. 

(i) Si q est nul, G est evidemment le groupe cyclique discret mR^- 

(ii) Sinon, G contient Z mq, qui est dense dans £'*Z^, d'ou le resultat annonce. 

4. Endomorphismes de M^™ et dualite de Pontrjagin. 

Considerons maintenant le dual de Pontrjagin du groupe R^, i.e. le groupe 

R£ = Homeont(Mf,T) 

des morpliismes continus de R^ dans le tore T = R/Z~R£/Z^. 

Si X S R^ est un caractere continu sur R^, son image Imx est alors un 
sous-groupe compact du tore T et son noyau Ker x un sous-groupe compact de 
R^ 

Si X n'etait pas surjectif, son image Imx serait un sous-groupe fini du 
tore T, et il suivrait : 

(Rf : Kcrx) =| Imx 1= 
contraircmcnt a la classification des sous-groupes fermes de R^ donnee plus haut. 

Ainsi X est surjectif, son image Imx = est connexe par arcs ; et comme R^ 
ne Test pas, son noyau Ker x est non done trivial. Or s'il etait fini, nous aurions : 

T = Imx^R/'/™R^ ^R^, 
ce qui est encore cxclu, pour des raisons do connexitc par arcs. II vient done : 
Ker X = ^ ^"Zf, pour un a de Z et un m > 1, 

d'ou, par factorisation, le diagramme commutatif ou toutes les flgches sont des 
isomorphismes : 

R^/^ rZ^ R^/Z^ ~ T 

Dans celui-ci I'isomorphisme 4> est induit par la multiplication par I'element 

m/^°' de Z[l/£] ; et comme le groupe des automorpliismes du tore T se reduit a 
{±1}, il suit de la que le caractere x est induit par la multiplication par ±m/t°'. 

En d'autres termes, nous avons done : 

Theoreme 17. Le groupe R^ = Homcont(Rf) T) des caracteres continus de R^ 
s'identifie au groupe additif discret Z[l/^]. 
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Remarque. La suite exacte courte canonique de modules discrets : 

^ Z T^oo = Z[l/^]/Z ^ 

peut ainsi 6tre regardee comma duals de la suite exacte courte de modules 
compacts : 

^ Zi — T = M/Z > . 

CoroUaire 18. Les endomorphismes continus non triviaux du groupe topolo- 
gique sont les applications (j) ■ 

x^±mltx avec ±m/reZ[l/£]. 

En d'autres termes, ce sont les homotheties pour sa structure de 1\1 / l\-module. 
En particulier, I'image de (f) est et son noyau le sous-groupe fini m^i- 

Preuve. Soit (p un endomorphisme continu non nul du groupe topologique We- 
Puisque est uniquement ^-divisible, (t> est en particulier un Z[l/i']-morphisme. 

Or, d'un cote, I'image du sous-groupe connexe par arcs M est alors un 
sous-groupe connexe par arcs (done contenu dans M) et il est non nul (sans quoi 
(p serait nul sur un sous-groupe dense) ; de sorte qu'il vient : (a'(M) = K. Posant 
p = (/)(1) e M, nous concluons que (p{z) coincide avec pz pour tout z G Z[l/£]. 

Et d'un autre c6te, le compositum x = '^°4> de (j) avec la surjection canonique 
TT de Rg sur T est alors un caractere continu de Re, done de la forme : x poX 
modulo Z^, pour un po e Z[l/£], en vertu du theoreme ci-dessus. 

Rassemblant ces deux resultats, nous obtenons (p — po)z € Z^ pour tout 
z E Z[l/^] ; d'ou, comme attcndu : p = po € Z[l/£]. Et (j), qui coincide avec la 
multiplication par p sur la partie dense Z[l/£], est rhomotlictic de rapport p. 

Scolie 19. Avec les conventions d'ecriture donnees dans la section 1, la pre- 
image d'un reel-£-adique x = q + r deRe (avec q € Qe etr£R) par I'endomor- 
phisme (f) : z ^ ■iim/i"' z est formee des m elements : 

Xk = ±{{qt + k)/m+{rt - k)/m), pour fc = 1, - •• ,m- 1. 

Remarque. La construction du compactifie de R peut bien evidemment 6tre me- 
nee en prenant simultanement plusieurs nombres premiers C.i, ■ ■ ■ , tn. L'exemple 
le plus eclairant eu egard a la numeration usuelle, est ainsi celui du compactifie 
decimal Mio, i.e. du produit amalgame de M et de Qio = Q2 x Qs au-dessus de 
I'anncau des dccimaux D = Z[l/10]. Dans cc cas, les endomorphismes continus 
du groupe Mio sont les homotheties pour sa structure de D-module. 

Bien entendu, il est aussi possible de faire intervenir simultanement toutes 
les places de Q. Dans ce cas, le groupe obtenu M, qui est le produit amalgame 
de M et de Q ~ au-dessus de Q , s'identifie au dual de Pontrjagin de Q. 

5. Appendice : lien avec le solenoTde £-adique 

Pour etudier la dynamique d'une application continue / sur un espace topo- 
logique X, il est classique d'introduire la limite du systems projectif : 

Y = \im{X J- X J- X J- ) 
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defini par les iterees de / (c/. e.g. [4], Ch. 11). Dans le cas particulier ou X est le 
cercle unite U = {z G C | |z| = 1} du plan complexe, et / I'application z i-^ z^, 
I'espace obtenu est le solenoi'de l-adique : 

Si = {{yn)neN e I y„ = yi+i Vn e N}. 

Maintenant, en identifiant le tore T — R/Z au cercle unite U via I'application ex- 
ponentielle 1 1— > exp(2i7ri), on obtient I'isomorphisme de groupes topologiques : 

Si ~ {{xn)neN e T'*' I Xn = fe„+i Vn G N}. 

Et, sous cette derniere forme, il est aise de reconnaitre le compactifie de M 
defini plus haut : 

Proposition 20. L'appKcation qui a un reel-l-adique x = X^n^T^oo '^nP^ S 
associe la famille des troncatures (a;„)„gN, avec x„ = X]fc=-oo ^fc^" + Z G T, 
composee avec I'exponentielle complexe 1 1-^ exp(2z7rt), realise un isomorphisme 
de groupes topologiques ip du compactifie M.g de M sur le solenoi'de £-adique Si. 

+00 n — 1 

^ : Re3x= a,,r ^ (exp {2iTT ^ akf-")^ G Se 

n— — oo k— — oo 

Preuve. Observons que ip prend bien ses valeurs dans la limite projective Si C 
et que c'est un morphisme de groupes. La condition de projectivite Xn — £xn+i 
montre que les chiffres Uk (pour fc G Z) associes a une famille coherente (x„)„gN 
de sont bien definis et qu'ils sont uniques ; en d'autres termes que ip est 
bijective. Enfin, il est clair que p est continue pour les topologies naturelles de 
Ri et de Si , done bicontinue puisque les espaces de depart et d'arrivee sont 
compacts, M.i d'apres le theoreme 7 et Si par le theoreme de Tychonov. 

On retrouve ainsi le fait que le compactifie £-adique Ri est connexe mais 
non connexe par arcs, plus precisement qu'il est localement isomorphe comme 
tout solenoi'de au produit d'un espace euclidien (en I'occurrence T) et d'un 
espace totalement discontinu (en I'occurrence Z^) ; ce qu'afHrme explicitement 
le Lemme de representation donne dans la section 1 (Th. 2). 

Coda. Donnons pour conclure quelques illustrations simples de cette interpreta- 
tion arithmetique du solenoi'de £-adique : 

(i) Transports par p le plongement canonique a; i— > + a; de E dans R^, 
introduit dans la section 1, devient le morphisme continu et injectif 

X i-> (exp((2i7ra;/^"))„gN, 
de R dans Si usuellement considere en analyse harmonique (c/. e.g. [5]) 
ou en theorie des probabilites (c/. e.g. [6]). 

(ii) L'etude algebrique des endomorphismes continus de effectuee dans la 
section 4 montre directement que le noyau Ker d'un tel endomorphisme 
est toujours d'ordre etranger a £ ; ceci generalise notamment le resultat 
d'imparite donne dans \1\ dans le cas £ — 2. 

(iii) La representation explicite des racines n-iemes d'un element ip{x) du 
soleno'ide p-adique proposee dans [2] pent s'obtenir en transportant par ip 
les points de n-division de x dans R^ : 
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- si le reel-£-adique x s'ecrit x = q + r avec G et r € M, et si n est 
etranger a £, cc sont Ics images par ip des n points de n-division de x 
definis par Xk = {q + k) /n + {r — k) / n, pour k = 1, ■ ■ ■ ,n — 1, avec les 
conventions d'ecriture expliquees dans la section 1 ; 

- si n s'ecrit n = mP^ avec t\ m, ce sont les images des m points distincts 
Xk = {q^~^ + k)/m+ {ri~'^ — k)/m, pour k = 1, ■ ■ ■ ,m — 1, puisque le 
groupe additif est uniquement ^-divisible. 
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